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Hypothese

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C.
E estunK-e.v. et F,G sont des s.e.v.de E

1 Endomorphismes remarquables

1.1 Homothéties

| Définition 28.1 |

Pour tout A € K, Aidg est un endomorphisme de E appelé homothétie de rapport A.

1
SiA #0, onaAidg € GL(E) et dans ce cas (Aidg) ' = IidE'

1.2 Projecteurs

Définition 28.2 (Projecteur)

Soit F, G deux s.e.v. supplémentaires de E. Alors, on sait que pour tout élément x € E, il existe un unique
couple (xp,xg) € F x G tel que x = xp + xg. On définit alors

p:E—E

X = XF (avec x = xp +xg)

L'application p est appelée le projecteur sur F parallelement a G.

Les s.e.v. F et G sont appelés les éléments caractéristiques du projecteur p.
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Applications linéaires (partie B)

Dans la suite, on notera pr /¢ le projecteur sur F parallelement a G (notation semi-officielle).

Remarque. Soit p = pr//c.
e Pour toutx € F, ona p(x) = x. Autrement dit p|r = idr.

e Pour toutx € G, on a p(x) = Og. Autrement dit p| = O ().
Exemple 1. Dans le R-e.v. C, I'application
p:C—=C
Z+— Rez
est un projecteur sur le s.e.v. R parallelement au s.e.v. iR.

Exemple 2. Déterminer le projecteur sur F = {(x,y) € R?|x= 0} parallelementa G = {(x,y) € R?|x= v}

Exemple 3. L'application
p: M,(K) = M,(K)

1
A S(A +AT)

est un projecteur sur 'ensemble des matrices symétriques S, (K) parallelement a 'ensemble des matrices
antisymétriques A, (K).

Propriété 28.3

Soit F, G deux s.e.v. supplémentaires de E et p = pr /¢ le projecteur sur F parallelement a G. Alors :
e pestlinéaire, i.e. p € L(E).
e F=Imp={x€E|p(x)=x}=Ker(p—idg)
e G=Kerp
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Applications linéaires (partie B)

Corollaire 28.4

Tout projecteur p est un projecteur sur Im p parallelement a Ker p.
En particulier, E = Ker p & Im p.

Remarque. Attention, si £ = Ker u ® Im u, cela ne suffit pas a conclure que u est un projecteur. Par exemple, si p
est un projecteur et que u = 2p, on a Ker u = Ker p et Im# = Im p, donc on a bien

E=Kerp®Imp=Keru®Imu

mais u n’est pas un projecteur : en utilisant la Proposition ci-apres, onauou = (2p) o (2p) = 4(po p) = 4idg
donc u n’est pas un projecteur.

Propriété 28.5

Soit p € L(E). Alors p est un projecteur si et seulement si po p = p.

Démonstration. Sens direct : on suppose que p est un projecteur sur un s.e.v. ' parallelement a un s.e.v. supplé-
mentaire G. Montrons que po p = p. Soitx € E : on note (xr,xg) € F x G tels que x = xp + x¢. Alors

(pop)(x) = p(p(x)) = p(xr)

Or,
xr= xr + Og
~— ~—
€F €G

est la décomposition de xz selon les s.e.v. supplémentaires F, G. Ainsi,

(pop)(x) = p(xr) = xr = p(x)

D’ol1 p o p = p par arbitraire sur x.

Sens réciproque : on suppose que p € L(E) vérifie po p = p. Montrons que Im p et Ker p sont supplémentaires
puis que p est le projecteur sur Im p parallelement a Ker p.

1.
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Applications linéaires (partie B)

3. Montrons que p est un projecteur sur Im p parallelement a Ker p. Soit x € E. Par ce qui précede, on peut
décomposer x en :
xX= xxg + xJ

~—~

€Kerp €Imp
1l suffit alors de montrer que p(x) = x;. Or, on a vu que

x=x—p(x)+p(x)
——

~—~
€Kerp €lmp

Par unicité de la décomposition, on a en particulier que p(x) = x;. D’ol1 p est bien le projecteur annoncé.
O

1.3 Symétries

Définition 28.6 (Symétrie)

Soit F, G deux s.e.v. supplémentaires de E. Alors, on sait que pour tout élément x € E, il existe un unique
couple (xp,xg) € F x G tel que x = xf + xg. On définit alors

s:E —F

X=Xr +Xxg — XF — XG

L'application s est appelée symétrie par rapport a F parallelement a G.

Les s.e.v. F et G sont appelés les éléments caractéristiques de la symétrie s.

Dans la suite, on notera sr// la symétrie par rapport a F parallelement a G (notation semi-officielle).
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Remarque. Soits = s/ /.
e Pourtoutx € F, on a s(x) = x. Autrement dit s|r = idp.

e Pourtoutx € G, on a s(x) = —x. Autrement dit s|¢ = —idg.
Exemple 4. Dans le R-e.v. C, 'application

s:C—=C
=z

est une symétrie par rapport a R parallelement a iR.

Exemple 5. L'application u = —idg est une symétrie car ........c..ccec....... C’est la symétrie par rapport a .........
parallelement a ............

Propriété 28.7

Soit F, G deux s.e.v. supplémentaires de E et s = s/ la symétrie par rapport a F parallelement a G.
Alors :

e sestlinéaire, i.e.s € L(E).
o F={x€c€E|s(x)=x}=Ker(s—idg)
e G={x€E|s(x)=—x}=Ker(s+idg)

Corollaire 28.8 |

Toute symétrie s est une symétrie par rapport a Ker (s — idg) et parallelement a Ker (s +idg).
En particulier, E = Ker (s — idg) @ Ker (s +idg).

Propriété 28.9

Soit s € L(E). Alors s est une symétrie si et seulement sisos = idg.

Corollaire 28.10 |

Toute symétrie s est un automorphisme, et de plus s~ ! = s.

Exemple 6. Montrer que I'application

s: R R?

(x,) = (3, x)

est une symétrie et déterminer ses éléments caractéristiques.
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Applications linéaires (partie B)

2 Formes linéaires et hyperplans

2.1 Formes linéaires

Dimension quelconque

Définition 28.11 (Forme linéaire)

On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de £ dans K.
Lensemble des formes linéaires sur E est souvent noté E* := L(E,K). Il est appelé espace dual de E.

Exemple 7. Lapplication

K> > K
(,y) = 2x+ 3y

est une forme linéaire sur K2, i.e. un élément de (K?)*.
Exemple 8. Lapplication P — P(«) est une forme linéaire sur K[X].
Remarque. Si ¢ € E*, alors ou bien ¢ = 0, ou bien ¢ est surjective (doncrg ¢ = 1).

En effet, Im ¢ C K etdoncrg = dim(Im @) € {0,1}.Sirge =0, alors ¢ = 0. Sirg ¢ = 1, alors par un argument
de dimension on a Im ¢ = K, donc ¢ est surjective.
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Applications linéaires (partie B)

Dimension finie

Propriété 28.12

Si E est de dimension finie, alors E* aussi et on a dimE* = dimE.

Démonstration. Celavient du fait que dim £(E,K) = dimE x dimK = dimE. O

| Définition 28.13 |

Soit (ej, - -+ ,e,) une base de E. Pour tout i € [1,n], on pose ¢; : E — K 1'unique forme linéaire telle que
ef(e)=1 etpourtout j#i  e;(ej) =0

La forme linéaire ¢; € E* est appelée forme coordonée d’indice i selon la base (¢;)1<i<n-

Autrement dit, pour tous indices i, j € [1,n], onaej(e;) = §; ;.

La donnée de ¢; (¢;) est suffisant pour déterminer entierement I'application linéaire e; d’apres le théoreme 27.13.

n
Remarque. Six = Z Ajej est un vecteur de E, alors pour tout i € [1,n],

j=1
n n n
e (x)=ej | X Aje; | =) Ajeile)) =} A=A
j=1 j=1 j=1
Autrement dit, e; (x) est égal a la i-ieme coordonnée de x selon la base (e, - ,ey).
Propriété 28.14
Soit (eq,- -+ ,e,) une base de E. Alors (e}, - - ,e;,) est une base de E*, appelée base duale de (e, ,ey).
n

Démonstration. Montrons que (], ,e,) est une famille libre. Soit a;, - - - , @, € K tels que Z o;e; = 0. Alors

i=1
pour tout j € [1,n], sion évalueenej, ona

n
Z Ot,'e;f (ej) =0
i=1
n
— Z OC,'5,'7]‘ =0
i=1
— 0 = 0
Par arbitraire sur j, on en déduit que o = ... = @, = 0. Ainsi la famille (e],--- ,e},) est libre. Or, (e],- - ,e},)
possede n éléments et dimE* = dimE = n. Donc, (e],- - - ,e,) est une base de E*. O

En particulier, étant toute forme linéaire ¢ € E* peut s’écrire comme une combinaison linéaire des ¢; : il existe
un (unique) n-uplet (o, - -, a,) € K" tel que

n
Q=Y o}
i=1
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Attention : la base duale (e}, ,e,) dépend du choix de la base (e, - - ,e,). Chaque base sur E est associée a

une (unique) base duale de E™.

2.2 Hyperplans vectoriels

Dimension quelconque

Définition 28.15 (Hyperplan)

On appelle hyperplan (vectoriel) de E tout noyau d'une forme linéaire non nulle.

Propriété 28.16 (Hors programme)

Soit @, ¥ deux formes linéaires non nulles. Soit H; = Ker ¢ et H, = Ker y deux hyperplans de E. Alors
H) = H, si et seulement s'il existe A € K* tel que v = 4 ¢.

Propriété 28.17 (Caractérisation des hyperplans)

Soit H un s.e.v. de E. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. H estun hyperplan de E
2. Il existe une droite vectorielle D, non contenue dans H, telleque E =D& H.

Remarque. Si H = Ker ¢ est un hyperplan, pour trouver la droite D, il suffit de prendre D = Vect(x), oux € E
peut étre tout vecteur tel que ¢(x) # 0.

Exemple 9. Soit o € K. Montrer que H = {P € K[X] | P(a) = 0} est un hyperplan de E et déterminer une droite
vectorielle supplémentaire.

Remarque. Dans I'exemple ci-dessus, on aurait pu prendre D = Vect(Q), avec Q € K[X] tel que Q(cx) # 0.
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Dimension finie

Propriété 28.18

On suppose E de dimension finie n € N*. Alors H est un hyperplan de E si et seulement sidimH =n— 1.

Démonstration. Sens direct : si H = Ker ¢ avec ¢ € E* non nulle, alors par le théoréeme du rang,

dimE = dim(Ker @) +rg ¢
=dimH +1

d’otl1 le résultat. O

Définition 28.19 (Equations d’un hyperplan)

On suppose E de dimension finie. Soit H un hyperplan de E.
On appelle équation de H toute équation de la forme ¢@(x) =0, d'inconnue x € E, et o1 ¢ € E™ est telle
que H = Ker ¢.

Remarque. Autrement dit, x € H si et seulement si x est solution de I’équation de H.

Propriété 28.20
Si(ej,---,e,) estune base de E et qu’'on écrit x = xje; + ...+ x,e,, 'équation d'un hyperplan est de la
forme

ax1+...+ax, =0

avec (aj,---,a,) € K"\ {0}.

Démonstration. En effet, soit ¢ € E*\ {0} telle que H = Ker ¢. Alors

Ox)=0 <= ¢ (xje1+...+x,e,) =0
— x10(e1)+...+x,0(e,) =0
<~ aix1+...+ax, =0

en posanta; := ¢(e¢;) € Kpourtouti € [1,n]. De plus, (aj,---,a,) € K"\ {0} car, si tous les a; étaient nuls, on
aurait @(e;) = ... = @(e,) = 0, ce qui entrainerait que ¢ est nulle. O
Remarque. Ainsi, H est un hyperplan si et seulement s'il existe (aj,---,a,) € K"\ {0} tel que

H={x€E|ax;+...+anx, =0}
ouxy,---,x, désignent les coordonnées de x dans une base donnée de E.

Exemple 10. Montrer que H = {(x, ¥,2) € R3 |x+z= O} est un e.v. et déterminer sa dimension.
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Remarque. L'équation d'un hyperplan dépend techniquement de la base (e, - ,¢,) de E choisie. Mais sur K",
on prend systématiquement la base canonique usuelle.

Propriété 28.21

On suppose E de dimension finie n > 1. Soit (ay, - - - ,a,) € K"\ {0} et (by,---,b,) € K"\ {0}.
Les hyperplans d’équations respectives (en considérant la méme base de E)

Xn:a,-xi =0 et Z bix;i=0
i=1 j

sont confondus si et seulementsi 3A € K* (by,---,b,) = A(a1, - ,an).
Démonstration. C’est une conséquence de la Proposition 28.16. O
Propriété 28.22

On suppose E de dimension finie n > 2. Soit H;, H, deux hyperplans de E. Alors

n—1 SiHl :H2

dim(H| NH,) =
(HiNH) {n—Z siH, # Hy

Sim e N* et Hy,--- ,H,, sont des hyperplans de E, alors

dim(ﬂHk) >n—m

k=1

Il 'y a pas toujours égalité, il se peut que 'intersection de m hyperplans (méme distincts) n’abaisse pas de m le
degré:

x+y—z=0
Exemple 11. Déterminer la dimension dus.e.v. F = { (x,y,z) € R* | { 2x— y+2z=0
—x+5y—"7z=0

F s'écrit comme I'intersection de 3 hyperplans dans R?, mais on va montrer pourtant que dimF = 1.
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Remarque. On pouvait aussi raisonner ainsi : dans I'’exemple ci-dessus, F peut en fait se réécrire ainsi :

x+y—z=0
—3y+4z=0

et donc comme I'intersection de deux hyperplans distincts, donc de dimension dimR>* —2 = 1.

F= {(x,y,Z) eR’

Propriété 28.23

On suppose E de dimension finie n € N*. Soit F un s.e.v. de E de dimension n — m (avec m < n). Alors il
existe m hyperplans Hy, - - - , H,, de E tels que

B!
Il
T
X
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